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Modular categories of types B, C and D
Abstract
We construct four series of modular categories from the two-variable Kauﬀman polynomial, without use
of the representation theory of quantum groups at roots of unity. The specializations of this polynomial
corresponding to quantum groups of types B, C and D produce series of pre-modular categories. One of
them turns out to be modular and three others satisfy Bruguières' modularization criterion. For these four
series we compute the Verlinde formulas, and discuss spin and cohomological reﬁnements.
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I s o m o r p h i s m c l a s s e s o f s i m p l e o b j e c t s c o r r e s p o n d t o a l l Y o u n g d i a g r a m s s o t h a t
t h e c a t e g o r y i s n o t p r e
-m o d u l a r M o r e o v e r f r o m t h e b r a i d i n g f o r m u l a 5 w e s e e
t h a t t h e r e i s n o n o n
-
t r i v i a l t r a n s p a r e n t s i m p l e o b j e c t s o t h a t w e c o u l d n o t g e t
a m o d u l a r i z a t i o n e v e n i f w e w o u l d c o n s i d e r a n e x t e n d e d v e r s i o n o f B r u g u i µe r e s '
p r o c e d u r e
W e a l r e a d y h a v e c o n s i d e r e d i n S e c t i o n 2 4 t h e c a s e w h e r e s i s a r o o t o f u n i t y
b u t n e i t h e r ® n o r ¡ ® i s a p o w e r o f s H e r e t h e q u o t i e n t o f t h e i d e m p o t e n t
c o m p l e t e d c a t e g o r y b y n e g l i g i b l e m o r p h i s m s w i l l n o t b e s e m i-s i m p l e b e c a u s e s o m e
e n d o m o r p h i s m a l g e b r a s a r e n o t
W e w i l l n o w c o n s i d e r t h e s p e c i a l i z a t i o n s w h e r e § ® i s a p o w e r o f s R e c a l l
t h a t 1 N + 1 a n d K + 1 d e n o t e s t h e c o l u m n a n d t h e r o w Y o u n g d i a g r a m s w i t h N + 1
a n d K + 1 c e l l s r e s p e c t i v e l y L e t u s c o n s i d e r t h e f o l l o w i n g s y s t e m o f e q u a t i o n s
h
1 N + 1 i 0 a n d h K + 1 i 0 w i t h N a n d K m i n i m a l N o t e t h a t i f § ® i s a
p o w e r o f s t h e n a t l e a s t o n e o f t h e s e t w o e q u a t i o n s h a s a s o l u t i o n T h e ¯ r s t o n e
i s e q u i v a l e n t t o ® ¡ s 2 N + 1 o r ® § s N ¡ 1 W e h a v e t o c o n s i d e r 4 c a s e s
C a s e C n : ® ¡ s 2 n + 1 N n
C a s e B n : ® s
2 n N 2 n + 1
C a s e B ¡ n
: ® ¡ s 2 n N 2 n + 1
C a s e D n : ® s 2 n ¡ 1 N 2 n
T h e i n t e r p r e t a t i o n o f t h e n o t a t i o n C n B n D n i s t h a t t h e g i v e n s p e c i a l i z a t i o n o f
t h e K a u ® m a n p o l y n o m i a l i s o b t a i n e d b y u s i n g t h e f u n d a m e n t a l r e p r e s e n t a t i o n o f
t h e c o r r e s p o n d i n g q u a n t u m g r o u p T h e s p e c i a l i z a t i o n s B n a n d B ¡ n a r
e s i m i l a r
b u t t h e y a r e n o t e q u i v a l e n t ; o n e s h o u l d t h i n k o f t h e f u n d a m e n t a l o b j e c t i n t h e B ¡ n
s p e c i a l i z a t i o n a s t h e d e f o r m a t i o n o f t h e f u n d a m e n t a l r e p r e s e n t a t i o n o f s o 2 n + 1
w i t h n e g a t i v e d i m e n s i o n ¡ 2 n + 1
T h e d i s c u s s i o n o f t h e e q u a t i o n
h K + 1 i i s s i m i l a r N o t e t h a t q u a n t u m d i m e n -
s i o n s a r e u n c h a n g e d i f w e r e p l a c e s b y ¡ s ¡ 1 a n d i n t e r c h a n g e r o w s w i t h c o l u m n s
H e r e a r e t h e f o u r c a s e s
C a s e C k : ® s ¡ 2 k ¡ 1 K k
C a s e B k : ® s ¡ 2 k K 2 k + 1
C a s e B ¡ k
: ® ¡ s ¡ 2 k K 2 k + 1
C a s e D k : ® ¡ s ¡ 2 k + 1 K 2 k
W e o b s e r v e t h a t i f
h
1 N + 1 i h K + 1 i 0 f o r s o m e N K t h e n s i s a r o o t o f u n i t y
W e w i l l c o n s i d e r t h e f o u r c a s e s c o r r e s p o n d i n g t o t h e v a n i s h i n g o f
h
1 N + 1 i a n d t h e n
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a c c o r d i n g t o t h e o r d e r o f s 2 c o m b i n e t h e m w i t h t h e c o n d i t i o n c o r r e s p o n d i n g t o
t h e l o w e s t K f o r w h i c h h K + 1 i v a n i s h e s
T h e c a s e s ® § 1 ® ¡ s a n d ® s ¡ 1 w i l l b e e x c l u d e d f r o m t h e g e n e r a l
d i s c u s s i o n g i v e n i n t h e n e x t s u b s e c t i o n s I f ® § 1 w e g e t a c a t e g o r y w i t h t w o
s i m p l e o b j e c t s : t h e t r i v i a l o b j e c t a n d ¸ 1 T h e s e c o n d o b j e c t i s t r a n s p a r e n t
a n d t h e c a t e g o r y i s m o d u l a r i z a b l e i ® ® 1 T h e c o r r e s p o n d i n g l i n k i n v a r i a n t i s
t r i v i a l I f ® ¡ s o r ® s ¡ 1 t h e n t h e K a u ® m a n p o l y n o m i a l i s z e r o
T h e c a s e ® s r e s p ® ¡ s ¡ 1 w i l l b e i n c l u d e d i n t h e g e n e r a l d i s c u s-
s i o n a n d g i v e t h e c a t e g o r i e s D 1 ; k D B 1 ; k a n d D B 1 ; ¡ k r e s p D k ; 1 B D k ; 1 a n d
B D ¡ k ; 1 N o t e t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g i n v a r i a n t o f a l i n k L L 1 ; : : : ; L m i s
e q u a l t o 2 ] L s P i L i : L i H e r e ] L m i s t h e n u m b e r o f c o m p o n e n t s a n d L i : L i i s
t h e s e l f l i n k i n g n u m b e r t h e f r a m i n g c o e ± c i e n t T h e c a t e g o r y i s m o d u l a r i z a b l e i f
s i s e i t h e r a p r i m i t i v e r o o t o f o r d e r 2 l l e v e n o r a p r i m i t i v e r o o t o f o d d o r d e r l
O n e c a n s h o w t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g i n v a r i a n t s o f 3
-m a n i f o l d s a r e t h o s e k n o w n
a s t h e U 1 i n v a r i a n t s [ 1 2 ]
3 2 T h e s y m p l e c t i c c a s e
I n t h i s s u b s e c t i o n l e t ® ¡ s 2 n + 1 n ¸ 1 F o r n 1 t h e s p e c i a l i z e d K a u ® m a n
p o l y n o m i a l i s t h e K a u ® m a n b r a c k e t a n d w e w i l l r e c o v e r t h e T Q F T ' s o b t a i n e d i n
[ 5 ]
I f s i s g e n e r i c t h e n w e c a n c o n s t r u c t t h e i d e m p o t e n t ~y
¸
f o r ¸ i n t h e s e t
¹¡ C n f ¸ ; ¸
_1 ·
n + 1 ; ¸
_2 ·
n g ;
a n d ¸ h a s n o n-v a n i s h i n g q u a n t u m d i m e n s i o n s e e f o r m u l a 9 i f i t b e l o n g s t o
¡ C n f ¸ ; ¸
_1 ·
n g :
F r o m t h e b r a n c h i n g f o r m u l a w e g e t t h a t t h e c a t e g o r y K ¹¡ C n N e g i s s e m i-s i m p l e ;
w e w i l l g i v e m o r e d e t a i l s i n t h e p r o o f o f P r o p o s i t i o n 3 2 A r e p r e s e n t a t i v e s e t o f
s i m p l e o b j e c t s i s t h e i n
¯
n i t e s e t ¡ C n s o t h a t t h e c a t e g o r y i s n o t p r e-m o d u l a r
T h e f o r m u l a f o r t h e q u a n t u m d i m e n s i o n c a n b e s i m p l i ¯ e d a s f o l l o w s s e e [ 2
P r o p 7 6 ] c o m p a r e [ 8 ]
P r o p o s i t i o n 3 1 L e t ® ¡ s 2 n + 1 w i t h s g e n e r i c T h e n f o r a p a r t i t i o n ¸
¸ 1 ; : : : ; ¸ n w e h a v e




[ 2 n + 2 + 2 ¸ j ¡ 2 j ]







[ 2 n + 2 + ¸ i ¡ i + ¸ j ¡ j ] [ ¸ i ¡ i ¡ ¸ j + j ]
[ 2 n + 2 ¡ i ¡ j ] [ j ¡ i ]
:
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L e t u s s u p p o s e n o w t h a t ® ¡ s 2 n + 1 w i t h s 2 a p r i m i t i v e l t h r o o t o f u n i t y
a n d l
¸
2 n + 1 O n e c a n c h e c k t h a t t h e a b o v e f o r m u l a f o r q u a n t u m d i m e n s i o n s
i s s t i l l v a l i d p r o v i d e d l
¸
2 n + 1 T h e c o n d i t i o n l
¸
2 n + 1 e n s u r e s t h a t 1 n + 1 i s
t h e s m a l l e s t c o l u m n w i t h v a n i s h i n g q u a n t u m d i m e n s i o n N o t e t h a t f o r l 2 n + 1
w e h a v e ® § 1 a n d f o r l 2 n + 2 w e h a v e ® ¡ s I n t h e f o l l o w i n g w e
d i s c u s s t h e e q u a t i o n
h K + 1 i 0 w i t h K m i n i m a l a c c o r d i n g t o l ¸




2 n + 4 i s e v e n t h e n K l 2 ¡ n ¡ 1 k a n d ® ¡ s 2 n + 1 s ¡ 2 k ¡ 1




2 n + 3 i s o d d a n d s l ¡ 1 t h e n K 2 k + 1 ® ¡ s 2 n + 1 s ¡ 2 k




2 n + 3 i s o d d a n d s l 1 t h e n K l ¡ 2 n 2 k + 1 ® ¡ s 2 n + 1
¡ s ¡ 2 k T h i s w i l l b e t h e C n - B ¡ k s p e c i a l i z a t i o n
T h e s p e c i a l i z a t i o n s C n - B k a n d C n - B ¡ k a r e
s i m i l a r b e c a u s e o f t h e s y m m e t r y
® ; s $ ¡ ® ; ¡ s f o r q u a n t u m d i m e n s i o n s N o t e h o w e v e r t h a t t h e t w i s t c o e ± -
c i e n t i s n o t p r e s e r v e d u n d e r t h i s s y m m e t r y s o t h a t t h e m o d u l a r i z a t i o n p r o b l e m s
w i l l b e d i s t i n c t W e w i l l s h o w t h a t t h e C n - C k a n d C n - B k s p e c i a l i z a t i o n s l e a d
t o m o d u l a r c a t e g o r i e s
C n ; k c a t e g o r y L e t u s c o n s i d e r t h e C n - C k s p e c i a l i z a t i o n o f p a r a m e t e r s w i t h
n ; k
¸
1 i e ® ¡ s 2 n + 1 s ¡ 2 k ¡ 1 a n d s i s a p r i m i t i v e 2 l t h r o o t o f u n i t y w i t h
l 2 n + 2 k + 2 W e w i l l u s e t h e f o l l o w i n g s e t s o f Y o u n g d i a g r a m s :




¡ C n ; k f ¸ ; ¸ 1 · k ; ¸ _1 · n g :
W e c a n c o n s t r u c t t h e m i n i m a l i d e m p o t e n t f o r e a c h ¸ 2 ¡ C n
; k s i n c e t h e q u a n
-
t u m d i m e n s i o n s o f t h e s e o b j e c t s g i v e n b y P r o p o s i t i o n 3 1 d o n o t v a n i s h L e t
¸ 2 ¡ C n
; k I f ¹ i s o b t a i n e d f r o m ¸ b y a d d i n g o n e c e l l t h e n ~y ¹ 2
¹¡ C n ; k c a n
b e c o n s t r u c t e d M o r e o v e r i f ¹ i s n o t i n ¡ C n ; k t h e n h ¹ i v a n i s h e s a n d s o ~y ¹
i s n e g l i g i b l e
T h e c a t e g o r y C n ; k i s d e ¯ n e d a s t h e q u o t i e n t o f t h e c a t e g o r y K ¹¡ C n ; k b y
n e g l i g i b l e m o r p h i s m s
C B n ; k a n d C B n ; ¡ k c a t e g o r i e s I n t h e c a s e o f t h e C n - B k r e s p C n - B ¡ k
s p e c i a l i z a t i o n w i t h n ; k
¸
1 w e h a v e ® ¡ s 2 n + 1 s ¡ 2 k a n d s i s a p r i m i t i v e
2 l t h r o o t o f u n i t y r e s p ® ¡ s 2 n + 1 ¡ s ¡ 2 k a n d s i s a p r i m i t i v e l t h r o o t o f
u n i t y l 2 n + 2 k + 1 W e p r o c e e d a s a b o v e w i t h




¡ C B n ; k ¡ C B n ; ¡ k f ¸ ; ¸ 1 + ¸ 2 · 2 k + 1 ; ¸ _1 · n g ;
C B n ; k K ¡ C B n
; k
N e g ; C B n ; ¡ k K ¹¡ C B n ; ¡ k N e g :
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P r o p o s i t i o n 3 2 F o r n ; k
¸
1 t h e c a t e g o r i e s C n ; k C B n ; k a n d C B n ; ¡ k w i t h
r e p r e s e n t a t i v e s e t s o f s i m p l e o b j e c t s ¡ C n ; k ¡ C B n ; k a n d ¡ C B n ; ¡ k r e s p e c-
t i v e l y a r e p r e
-
m o d u l a r
P r o o f W e h a v e t o p r o v e t h e d o m i n a t i n g p r o p e r t y T h e p r o o f i s t h e s a m e i n a l l
c a s e s s o w e w i l l u s e t h e n o t a t i o n
¹¡ ¡
f o r ¹¡ A ¡ A w h e r e A i s o n e o f
t h e c a t e g o r i e s m e n t i o n e d i n t h e c l a i m I t i s e n o u g h t o s h o w t h a t t h e i d e n t i t y
m o r p h i s m o f t h e o b j e c t n d e c o m p o s e s u s i n g t h e s i m p l e o b j e c t s i n ¡ T h i s i s




11 w i t h ¸ 2 ¡ T h e k e y p o i n t i s t h a t a n y d i a g r a m o b t a i n e d f r o m ¸ b y
a d d i n g o n e c e l l i s i n
¹¡ H
e n c e w e h a v e t h a t t h e b r a n c h i n g f o r m u l a h o l d s a n d
g i v e s t h e r e q u i r e d d e c o m p o s i t i o n b e c a u s e t h e i d e m p o t e n t s i n d e x e d b y p a r t i t i o n s
i n
¹¡ n ¡
a r e n e g l i g i b l e
3 3 T h e o d d o r t h o g o n a l c a s e
W e ¯ r s t c o n s i d e r t h e B n s p e c i a l i z a t i o n ® s 2 n I f s i s g e n e r i c t h e n w e c a n
c o n s t r u c t t h e i d e m p o t e n t ~y
¸
f o r ¸ i n t h e s e t




2 n + 2 g ;
a n d ¸ h a s n o n-v a n i s h i n g q u a n t u m d i m e n s i o n s e e f o r m u l a 9 i f i t b e l o n g s t o




2 n + 1 g :
A s w e d i d b e f o r e w e g e t t h a t t h e c a t e g o r y K ¹¡ B n N e g i s s e m i-s i m p l e A r e p-
r e s e n t a t i v e s e t o f s i m p l e o b j e c t s i s t h e i n ¯ n i t e s e t ¡ B n s o t h a t t h e c a t e g o r y i s
n o t p r e
-m o d u l a r
W e h a v e t h e f o l l o w i n g s p e c i a l i z e d f o r m u l a f o r t h e q u a n t u m d i m e n s i o n s s e e [ 2
P r o p 7 6 ]
P r o p o s i t i o n 3 3 L e t ® s 2 n w i t h s g e n e r i c F o r a p a r t i t i o n ¸ ¸ 1 ; : : : ; ¸ n





[ n + ¸ j ¡ j + 1 2 ]





[ 2 n + ¸ i ¡ i + ¸ j ¡ j + 1 ] [ ¸ i ¡ i ¡ ¸ j + j ]
[ 2 n ¡ i ¡ j + 1 ] [ j ¡ i ]
:
I n t h i s c a s e t h e o b j e c t 1 2 n + 1 p l a y s a s p e c i a l r o l e
L e m m a 3 4 S u p p o s e t h a t ® s 2 n a n d s i s g e n e r i c T h e n t h e o b j e c t 1 2 n + 1
i s t r a n s p a r e n t a n d i t i s t h e u n i q u e n o n t r i v i a l t r a n s p a r e n t o b j e c t i n ¡ B n I t s
q u a n t u m d i m e n s i o n a n d t w i s t c o e ± c i e n t a r e e q u a l t o o n e
P r o o f A n o b j e c t ¸ 2 ¡ B n i s t r a n s p a r e n t i f a n d o n l y i f f o r a n y n o n-n e g l i g i b l e
¹ i n t h e b r a n c h i n g f o r m u l a f o r ¸ t h e b r a i d i n g c o e ± c i e n t i s e q u a l t o o n e I n d e e d
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i f a l l b r a i d i n g c o e ± c i e n t s a r e e q u a l t o o n e b y s u m m i n g o v e r ¹ t h e l e f t h a n d s i d e s
a n d r i g h t h a n d s i d e s o f 5 a n d a p p l y i n g t h e b r a n c h i n g f o r m u l a w e h a v e
l l
:
U s i n g t h i s e q u a l i t y r e p e a t e d l y w e c o n c l u d e t h a t ¸ i s t r a n s p a r e n t C o n v e r s e l y i f
¸
i s t r a n s p a r e n t i t s b r a i d i n g c o e ± c i e n t s a r e t r i v i a l
T h e o b j e c t 1 2 n + 1 h a s o n l y o n e b r a i d i n g c o e ± c i e n t c o r r e s p o n d i n g t o t h e r e-
m o v a l o f t h e l a s t c e l l a n d t h i s c o e ± c i e n t i s o n e T h e t w o d i a g r a m s o b t a i n e d b y
a d d i n g o n e c e l l t o 1 2 n + 1 a r e n e g l i g i b l e I t r e m a i n s t o c h e c k t h a t a n y n o n t r i v i a l
¸ 2 ¡ B n d i s t i n c t f r o m 1
2 n + 1 h a s a t l e a s t o n e b r a i d i n g c o e ± c i e n t d i s t i n c t f r o m
1 I f ¹ i s o b t a i n e d f r o m s u c h ¸ b y a d d i n g a c e l l i n t h e ¯ r s t r o w t h e n h ¹ i i s n o t
z e r o a n d t h e c o r r e s p o n d i n g b r a i d i n g c o e ± c i e n t i n f o r m u l a 5 i s s 2 ¸ 1
6
1 F o r a
c o l u m n w i t h j c e l l s t h e g e n e r i c q u a n t u m d i m e n s i o n f o r m u l a r e d u c e s t o
h
1 j i
[ 0 ] ® [ ¡ 1 ] ® : : : [ 2 ¡ j ] ® [ 1 ¡ j ] ® + [ j ]
[ j ]
: 1 0
T h i s g i v e s f o r 1 2 n + 1
h
1 2 n + 1 i
[ 2 n ] : : : [ 1 ] 0 + [ 2 n + 1 ]
[ 2 n + 1 ]
1 :
T h e t w i s t c o e ± c i e n t f o r 1 2 n + 1 i s ® 2 n + 1 s ¡ 2 n 2 n + 1 1
P r o p o s i t i o n 3 5 I n t h e c a t e g o r y K ¹¡ B n N e g
a t h e o b j e c t 1 2 n + 1
-
1 2 n + 1 i s i s o m o r p h i c t o t h e t r i v i a l o b j e c t ;






a r e i s o m o r p h i c w h e r e ¸ 2 ¡ B n a n d ~¸ i
s t h e





2 n + 1 a n d ¸
_j ~¸ _j
f o r j > 1
P r o o f I n t h e s e m i-s i m p l e c a t e g o r y K ¹¡ B n N e g w e c a n d e c o m p o s e t h e i d e n t i t y o f
t h e o b j e c t 1 2 n + 1
-























H e r e a l l s i m p l e s u b o b j e c t s ¹ a r e t r a n s p a r e n t a n d h e n c e h a v e d i m e n s i o n 1 B y
c o m p a r i n g t h e d i m e n s i o n s w e s e e t h a t t h e r e i s o n l y o n e s u c h ¹ w i t h m u l t i p l i c i ty
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1 I t s h o u l d b e t r i v i a l b e c a u s e t h e d u a l i t y g i v e s a n o n z e r o m o r p h i s m f r o m t h e
t r i v i a l t o 1 2 n + 1
-
1 2 n + 1 W e d e d u c e t h a t t h i s d u a l i t y m o r p h i s m i s a n i s o m o r p h i s m
w h i c h e s t a b l i s h e s a





d e p i c t e d b e l o w : t h e s t r i n g s
c o r r e s p o n d i n g t o t h e p o i n t s i n t h e e x p a n s i o n o f 1 2 n + 1 a r e j o i n e d t o t h e
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